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Abstract — Onset of double-diffusive convection in a rectangular porous cavity submitted to heat and mass fluxes at the
vertical walls. We studied the onset of double-diffusive convection in a rectangular cell filled with a porous medium saturated
with a binary fluid. Uniform heat and mass fluxes are applied to the vertical walls while the horizontal walls are impermeable
and adiabatic. When the ratio of resulting solutal to thermal buoyancy forces is equal to —1, we obtain a purely diffusive regime
(motionless). We demonstrate that this regime is linearly stable while the thermal Rayleigh number is lower than a critical value,
Rac, depending of the aspect ratio of the cell, A, and the Lewis number, Le. For a square cavity, we obtained Ra.|Le—1| = 209.84
and for an infinite layer, the critical parameters are found to satisfy Rac|Le — 1| = 105.33 with a wavenumber k. = 2.51. These
analytical results are in good agreement with direct numerical simulations. These numerical simulations show that subcritical
solutions disappear for a thermal Rayleigh number Ry < Ra., which depends on the aspect ratio of the cell and the Lewis number.
For thermal Rayleigh numbers lower than Ry, only the purely diffusive solution is stable. © Elsevier, Paris.

double-diffusive convection / porous media / linear stability / spectral method / bifurcation

Résumé — Nous étudions la naissance de la convection thermosolutale dans une cavité rectangulaire remplie d’'un milieu poreux
saturé par un fluide binaire. Des flux constants de chaleur et de masse sont imposés sur les parois verticales. Les parois
horizontales sont isolées. Lorsque le rapport des forces de volume d'origine solutale et thermique NN est égal & —1, un régime de
double diffusion pure est solution du probléme. Ce régime est linéairement stable si e nombre de Rayleigh thermique est inférieur
a une valeur critique Ra., fonction du rapport d’aspect de la cellule A et du nombre de Lewis Le. Pour une cellule carrée, nous
obtenons Rac|Le — 1| = 209,84 et, pour une cellule d’extension verticale infinie, Rac|Le — 1| = 105,33, avec un nombre d'onde
associé k. = 2,51. Ces résultats de stabilité linéaire sont en trés bon accord avec ceux obtenus par simulation numérique directe.
L'étude numérique montre P'existence de solutions convectives sous-critiques, qui cessent d’exister pour un nombre de Rayleigh
thermique Ry < Rac, fonction du rapport d'aspect de la cellule et du nombre de Lewis. Pour des valeurs du nombre de Rayleigh
thermique inférieures & Rg, seule la solution de double diffusion pure est stable. © Elsevier, Paris.

convection thermosolutale / milieu poreux /stabilité linéaire / méthode spectrale / bifurcation
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k nombre d’onde
k¢ nombre d’onde critique
L largeur de la cavité................... m

Le nombre de Lewis (= %)

N rapport des forces de volume d’origine
Ra
solutale et thermique (N = =)
aT
Nu  nombre de Nusselt global
P pression adimensionnelle
q flux de chaleur constant .............. W-m~2
Ras nombre de Rayleigh solutal basé sur L ;
R KgBclpe)e ACL
ag = —m———
A* v
Rar nombre de Rayleigh thermique basé L ;
KgBr(pc)s AT L
Rayp= — " ———
A* v
Ra: nombre de Rayleigh thermique critique
T température adimensionnelle
AT  différence de température caractéristique
I
L
Aar=%= K
A*
T3 température de référence
t temps adimensionnel
U composante horizontale adimensionnelle
de la vitesse
|4 composante verticale adimensionnelle de
la vitesse

z,y coordonnées adimensionnelles

Symboles grecs

Br coefficient d’expansion thermique

e coeflicient d’expansion massique
£ porosité normalisée ¢ = &’ (po)
(peo)

g porosité de la matrice poreuse
A* conductivité thermique effective du mi-

il POreuX . .. ovvr e vneree e, W-m— 1K1
v viscosité cinématique du fluide........ m2.s~1
p masse volumique du fluide binaire .. ... kgm™3

(pc)s capacité thermique volumique du fluide J-m~3-K—!
(pc)* capacité thermique volumique du fuide

fictif représentant le milieu poreux..... Jm-3.K!
6 perturbation de température
P perturbation de la fonction de courant

La notation ’ indique des grandeurs dimensionnelles.

1. INTRODUCTION

L’étude de la convection thermosolutale en milieu
poreux fait actuellement 'objet de nombreux travaux
au niveau international. Il s’agit d’étudier les mouve-
ments convectifs induits au sein d’un milieu poreux par
un gradient de température et un gradient de concen-
tration. Les mouvements générés par les variations de
la masse volumique du fluide saturant en fonction de

la température et de la concentration peuvent étre
tres différents du cas classique de la convection natu-
relle d’origine thermique [1]. Les applications pratiques
correspondantes sont trés nombreuses : transport de
polluants dans les sols, migration d’humidité dans des
fibres isolantes, stockage de déchets radioactifs... Une
revue assez compléte de ces travaux a été faite par Nield
et Bejan [2].

La plupart des études réalisées sur ce sujet concer-
nent des géométries rectangulaires. Trévisan et Bejan
[3] ont considéré des conditions aux limites de tempéra-
ture et de concentration imposées au niveau des parois
verticales, les parois horizontales étant supposées adia-
batiques et imperméables. Ils ont identifié, par voie ana-
lytique et numérique, de multiples régimes de convection
pour des rapports de forces de volume d’origine solutale
et thermique, N, variant de —5 a 3. Dans le cas N = -1,
les auteurs mentionnent l’existence d’une solution pu-
rement diffusive si le nombre de Lewis Le est égal & 1,
mais ne trouvent pas cette solution si Le # 1. L’étude
de la stabilité de la solution purement diffusive existant
pour N = —1 et quel que soit Le, pour des nombres de
Rayleigh thermiques suffisamment faibles, a été reprise
par Charrier-Mojtabi et al. [4, 5]. Ces auteurs ont déter-
miné analytiquement le nombre de Rayleigh critique de
la transition solution diffusive-solution convective par
une étude de stabilité linéaire. Ils ont ainsi obtenu une
relation Rac|Le — 1| = f(A), A étant le rapport d’aspect
de la cellule. Pour le cas A = 1, une étude de stabi-
lité faiblement non-linéaire montre que la bifurcation
est transcritique. Ces résultats sont confirmés par une
simulation numérique directe. Pour le méme type de
conditions aux limites, I'étude de stabilité de la solution
de diffusion pure, solution du probléme pour N = —1.
a aussi été effectuée en milieu fluide par Gobin et al.
[6], Xin et al. [7] et a été reprise plus récemment par
Ghorayeb et Mojtabi [8].

Pour cette géométrie, de nombreux auteurs ont
considéré le cas plus réaliste de flux de chaleur et de
masse imposés au niveau des parois verticales. Nous ci-
terons les travaux de Trevisan et Bejan [9] et d’Alavyoon
[10]. Dans le cas ot les forces de volume solutale et ther-
mique ont des effets opposés, Alavyoon et al. [11] ont
mis en évidence 'existence de solutions oscillantes pour
des domaines particuliers de variation des parameétres
adimensionnels régissant le probleme. Pour les solutions
convectives stationnaires et des rapports d’aspect assez
grands, ils comparent leurs résultats numériques avec
les résultats d'une étude analytique effectuée en faisant
I'hypotheése d’'un écoulement de type parallele. Dans
la méme configuration, Mamou et al. [12] ont montré.
pour le cas N = —1, Rar = 100 et Le = 10, qu'il existe.
en plus de la solution purement diffusive, une solution
convective. Cependant, ces auteurs n’ont pas procédé a
une étude approfondie du cas N = —1. Mamou et al.
[13} ont aussi étudié leffet de 'inclinaison de la cellule
sur la nature des écoulements convectifs.

Dans la présente étude, on considere le cas de la
géométrie rectangulaire avec des conditions aux limites
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de flux de chaleur et de masse imposées au niveau
des parois verticales. On se place dans le cas ou
le rapport des forces de volume d’origine solutale et
thermique, N, est égal & (—1). On effectue une étude de
stabilité linéaire de la solution de double diffusion pure,
solution du probléeme pour N = —1, quel que soit le
nombre de Lewis. On analyse I'influence des parametres
géométriques et physiques du probleme sur la perte
de stabilité linéaire de cette solution. Dans le cas ou
le principe d’échange de stabilité est supposé satisfait,
on trouve, comme pour des conditions aux limites de
température et de concentration imposées au niveau des
parois verticales, une relation Rac|Le — 1| = f(A), ou
Ra. désigne le nombre de Rayleigh critique thermique et
A le rapport d’aspect de la cellule. Une étude numérique
a 6té développée dans le but de retrouver les critéres
d’apparition de la convection thermosolutale, de décrire
les écoulements convectifs apparaissant juste apres la
transition et d’analyser les solutions sous-critiques.

2. FORMULATION MATHEMATIQUE

On étudie les écoulements bidimensionnels de convec-
tion thermosolutale dans une cavité rectangulaire rem-
plie d’'un milieu poreux saturé par un mélange binaire
homogene. Les parois verticales de la cellule, de rapport
d’aspect A, sont soumises & des flux horizontaux de
masse et de chaleur notés j' et ¢’ respectivement. Les
parois horizontales sont parfaitement isolées (figure I).
Les équations mathématiques régissant ces écoulements
sont basées sur la loi de Darcy et 'hypothése de Boussi-
nesq pour le fluide saturant. Les variations de la masse
volumique p du fluide binaire, en fonction de la tempéra-
ture 7" et de la concentration (fraction massique) C’,
sont prises en compte dans le terme générateur de la
convection, sous la forme :

p(T',C") = po (1~ B (T" = Tp) = B (C" = Cg)) (1)

A JC JT
—=—=V=0
A dy dy
ac 29:_1
E;:_J ox l :
_al—_j ﬂ:.}
ax_ ox
U=0 U=0
o) 1 > x
a_aT_,_,
dy Iy

Figure 1. Schéma de définition.
Figure 1. Defining schematic.
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Les équations adimensionnelles de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement, de la conservation
des especes et de l'énergie, en I'absence d’effet Soret,
s’écrivent respectivement :

—
V-V =0
37 —
V =-VP+ (RarT + RasC) €y
aC <7 1 2
e=—+V -VC=—VC
dt Le
aT

§{+7-VT=V%“ (2)

Les équations ci-dessus ont été rendues adimension-
nelles en considérant les relations suivantes :

; , V' L(pc) 2t
) = (2 L = =
(z,y)=(z',y)/L V e o) 12
T =T e
= AT ¢= AC
_P'K(po) B _4¢L _iL

Les conditions aux limites associées sont données
par :

_a_QZQZ:V:Opouryz(),A; Vo

dy oy

aC  oT

oo Uu= =0,1; ¥

3 = 32 1; U =0pour z=0,1; Vy (3)

Ainsi, le probléme de la convection thermosolutale
dans une couche rectangulaire poreuse dépend de cing
parametres adimensionnels, qui sont les nombres de
Rayleigh thermique et solutal, le nombre de Lewis,
' (p C)f

c)*’

la porosité normalisée ¢ = ¢ olt £ désigne la

porosité réelle du milieu et le rapport d’aspect A.

Les échanges thermiques et massiques sont ca-
ractérisés respectivement par le nombre de Nusselt glo-
bal Nu et le nombre de Sherwood global Sh, définis
par :

Nu=—3 = ;
/ (T(1,y) — T(0,)]dy
4]
Sh = — A
/ [C(Ly) - C(0,y)]dy
o]
On se place dans Uhypothese oti le rapport des forces
de volume d’origine solutale et thermique N = :ZS =
T

—1. Dans ces conditions, T = —xz + b1, C = —x + b2 et
V = 0 constitue une solution des équations (2) avec les
conditions aux limites (3), b et bz étant des constantes
arbitraires. On se propose d’étudier la stabilité de cette
solution de repos correspondant & la double diffusion
pure. On notera que dans le cas ol N # —1, le probléeme
n’admet pas de solution d’équilibre.
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3. ANALYSE DE STABILITE LINEAIRE

3.1. Etude dans le cas d’une cellule
rectangulaire

La stabilité de la solution de base To = —x + b1,
Co = —x + by et Vo = 0, obtenue pour N = —1, est
analysée en considérant des perturbations de la vitesse,
de la température et de la concentration (v. 6 et c)
définies respectivement par :

VZV-‘VQ, HZT"‘TO et C:C—Co

On considére des perturbations bidimensionnelles
situées dans le plan de I'écoulement. On introduit alors
la perturbation de la fonction de courant ¢, définie par :

oY o

u—a‘,b——g

On obtient en considérant des perturbations infi-
nitésimales et en ne gardant que les termes du premier
ordre, les équations aux perturbations suivantes :

0= V%) + Rar (99 ac>

9z oz
N oy W
g-vway
dc _ Vie o
3T Ie T3y *)

auxquelles sont associées les conditions aux limites
suivantes :

de 08
= =¢¥=0poury=0,4Vz
dy dy
dc 98
— =1 =0 = U,
=== pour z = 0,1 Yy (3)

Les perturbations qui satisfont toutes les conditions
aux limites pour une cellule rectangulaire peuvent étre
développées en double série de Fourier, comme suit :

M

N
Y= Z Z Qnm sin (nAx) sin (any) exp (o t)

n=1m=1

N M

0= Z Z brm cos (n T z) cos (LIy) exp (o t)
n=1m=1
N M x
c= Z Z Cnim cO8 (N ) cos (%) exp(ot) (6)
n=1m=1

olt ¢ est a priori un nombre complexe.

Dans toute la suite du texte, Ra désignera Rart.

Dans le cas o 'on suppose applicable le principe
d’échange de stabilité, soit ¢ € R, I'état marginal du
probléeme est obtenu pour ¢ = 0. D’apres le systéme
(4), on a alors : A (é —0) = 0. Compte tenu des
conditions aux limites (3), on en déduit qu'au voisinage
du point de bifurcation, la solution supercritique vérifie :

To = # + c¢st. En éliminant la concentration dans le

systéme (4), on obtient alors un systéme du second
ordre en y ¢t 8 :

V2w~Ra(Le—1)§-0— =0
or

2, , 0¥ _
Vi + 3, =0 (7)

Ces équations font apparaitre que la stabilité linéaire
ne dépend que d'un seul groupement adimensionnel
Ra(Le — 1), dans le cas on le principe d’échange
de stabilité est supposé satisfait. 1l serait intéressant
de déterminer dans quelle gamme de parametres
adimensionnels le principe d'échange de stabilité est
satisfait pour le probleme étudié. En effet, dans une
étude récente, Karimi-Fard et al. [14] ont montré,
pour le probleme de la double-diffusion convection dans
une cellule rectangulaire avec des températures et des
concentrations imposées au niveau de deux des parois,
que la bifurcation correspondant a la transition régime
de double diffusion pure-régime convectif peut-étre, soit
stationnaire, soit instationnaire (bifurcation de Hopf),
suivant les valeurs de la porosité normalisée ¢ et du
nombre de Lewis Le. De plus, les bifurcations conduisant
a des solutions stationnaires sont, soit transcritiques,
soit de type fourche, suivant les valeurs du rapport
d’aspect et de l'inclinaison.

Le systeme (7) a été résolu par la méthode de
Galerkin, en utilisant le logiciel de calcul symbolique
Maple, jusqu'a l'ordre (3 x 3}, ce qui correspond & des
matrices (18 x 18). Pour des ordres plus élevés, nous
avons eu recours a une procédure numérique pour le
calcul des déterminants. Pour le cas A = 1, les calculs
ont été effectués jusqu’'a 'ordre 13 x 13, afin de tester
la convergence du processus. Pour A variant de 1.1 &
3, 'ordre le plus élevé considéré est de 7 x 14 ; pour A
variant de 3.1 & 5, il est de 5 x 20 ; pour A variant de
5,2 & 10, il est de 5 x 25. Le cas Le = 1 correspond &
un régime de double-diffusion pure linéairement stable,
quel que soit Ra. Le tableau I donne le groupement
Rac|Le — 1|, ol Ra. désigne le nombre de Rayleigh
thermique critique, en fonction du rapport d’aspect
A, pour différents ordres d’approximation. On constate
que lorsque A augmente, le groupement Rac|Le— 1| tend
vers une valeur asymptotique correspondant a la valeur
obtenue dans le cas d'une cellule verticale d’extension
infinie (cf. § 3.2).
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TABLEAU | / TABLE |
Nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de Lewis Le
et du rapport d'aspect A de la cellule.
Critical Rayleigh number versus Lewis number Le and the aspect ratio A of the cell.
A=1 NxM 5x5bH 7Tx7 9x9 11x11 | 13x13
Rac|Le — 1] | 210,125 | 209,908 | 209,860 209,84& 209,841
A 1,2 1,5 2 2,5 3 3,5
NxM 7 x14 Tx14 | 7x 14 7x 14 7x 14 5x20
RaC|Le —1j 177,86 151,77 131,73 122,15 117,05 114,00
A 4 4,5 5 5,6 6 6,6
NxM 5 x 20 bx20 | 5x20 | 5x2b 5% 25 5 x 25
Rac|Le — 1] 111,99 110,62 109,63 108,77 108,34 108,03
A 7 7.5 8 8,5 9 10
NxM 5% 25 5x25 | Bx25 | 5x25 5 x 25 5x 25
RaclLe — 1] 107,56 107,28 107,05 106,86 106,70 106,46

3.2. Etude dans le cas d’une cellule
verticale d’extension infinie

Dans le cas d'une cellule verticale d’extension infinie
selon y, les perturbations de la fonction de courant, de
la température et de la concentration sont développées
sous la forme :

N
P = Zan sin(nnz)exp(ot+iky)
n=1
N
6= ancos(nnz)exp(at—i»iky)
n=1
N
c:chcos(nﬂ:m)exp(at-i—iky) (8)
n=1

oll k désigne le nombre d'onde dans la direction infinie y.
En supposant le principe d’échange de stabilité satisfait,
pour la recherche de I'état marginal o = 0, le systéme (7)
est résolu par la méthode de Galerkin pour des valeurs
de N allant jusqu'a 5. Nous avons aussi utilisé, pour
la résolution du systéme (7), la méthode des matrices
composées [15]. On trouve que les parameétres critiques
satisfont & Rac|Le—1| = 105,33 et k. = 2,51. Ce résultat
est en bon accord avec les résultats obtenus pour une
cellule de grand rapport d’aspect (4 = 10) (tablean I).
On peut noter que les parametres critiques obtenus en
couche verticale infinie sont les mémes que ceux obtenus
pour des conditions de température et de concentration
imposées au niveau des parois verticales.

4. APPROCHE NUMERIQUE

Les équations (2) avec les conditions aux limites
(3) ont été résolues en utilisant, d’'une part, un code
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aux volumes finis [16] et, d’autre part, un code basé
sur une méthode spectrale. Dans les deux approches,
I'intégration temporelle est réalisée avec le schéma aux
différences finies Adams-Bashforth/Euler retardé semi-
implicite d’ordre 2. La méthode spectrale utilisée est
du type collocation, avec des polynémes de Legendre
[17]. Les résultats obtenus par ces deux codes sont en
parfait accord entre eux et avec ceux trouvés, entre
autre, dans une configuration similaire analysée par
Alavyoon et al. {11]. Pour plus de détails concernant
ces procédures numériques et les validations avec les
résultats d’autres auteurs, nous renvoyons le lecteur a
'article de Charrier-Mojtabi et al. [5].

4.1. Transition solution conductive-
solution convective stationnaire

Dans une premiére étape, nous nous sommes attachés
a la caractérisation, par voie numérique, de la transition
solution de double diffusion pure-solution convective
stationnaire, pour plusieurs valeurs de A : A = 1,
A=12 A=15 A=2et pour Le = 2. Les résultats
obtenus pour la valeur du nombre de Rayleigh critique
thermique sont en trés bon accord avec ceux déduits de
I’étude de la stabilité linéaire.

Cependant, le fait essentiel qui ressort de la re-
cherche du nombre de Rayleigh critique est que quelles
que soient les valeurs de A et de Le considérées, nous ne
captons pas numériquement de solution supercritique,
contrairement a ce qui est obtenu pour des conditions
aux limites de température et de concentration imposées
au niveau des parois verticales dans ce domaine de varia-
tion du rapport d’aspect. Si on suit 'évolution au cours
du temps de la solution convective qui apparait juste a
la transition lorsque la solution de double-diffusion perd
sa, stabilité, on observe, pour tous les cas numériques
considérés, pratiquement la méme évolution, représentée
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sur la figure 2pour A = 1,2, Le = 2, N = —1. On obtient
d’abord une solution convective centro-symétrique a
3 cellules, avec une grosse cellule centrale et deux petites
cellules contrarotatives dans deux coins opposés de la
cavité poreuse (figure 2a). L’écoulement évolue ensuite
vers un régime a 2 cellules contrarotatives emplissant
l’ensemble de la cavité (figure 2b), puis, de nouveau,
3 cellules convectives apparaissent (figure 2c), avec la
cellule centrale qui tourne en sens inverse du cas (a).
Cet écoulement disparait trés vite, pour laisser place
a un écoulement monocellulaire, avec une seule cellule
emplissant 'ensemble de la cavité (figure 2d). Sur la
figure 3, on a reporté les lignes de courant (a), les
isothermes (b) et les iso-concentrations (c) pour le
régime monocellulaire stable obtenu a la transition dans
le cas A =1, Le = 2, N = —1. On est alors sur une
autre branche de solution (branche 2) du diagramme
donnant les variations du nombre de Nusselt global en
fonction de Ra, présenté pour le cas ot A =1, Le = 2
et N = ~1 sur la figure 4.

La nature de la bifurcation n’est donc pas identifiée
et son étude mérite un développement qui sera effectué
a la suite du présent travail. Cependant, I'évolution
temporelle présentée sur la figure 2, pour A = 1,2,
N = ~1 et Le = 2, est en bon accord avec 1’'étude de
stabilité linéaire.

2a)

000172812
o
%

o 1.0 05 a0 05 1.0
Figure 2. Evolution temporelle de la solution convective au
seuil d'apparition : A =12, Le=2et N = —1.

Figure 2. Time evolution of the convection motion at onset:
A=12 Le=2 and N = —1.

(a) (b) {c})
=
/ /

Figure 3. Lignes de courants (a); isothermes (b); iso-
concentrations (¢). A =1, Le =2, N = —1 et Rat = 210.

Figure 3. Streamlines (a) ; isotherms (b) ; concentrations lines
(). A=1, Le=2 N = -1, and Rat = 210.

Nu 4 — T ¥ T =T T - T

8 branche !
—*—  branche2

0 i 1 1 " L 1 i
0 100 200 300 400 R 500
a

Figure 4. Nombre de Nusselt giobal en fonction du nombre
de Rayleigh thermique pour A=1, Le =2 et N = —1.

Figure 4. Global Nusselt number versus the thermal Rayleigh
number for A =1, Le =2, and N = ~1.

En effet, pour toutes les valeurs de A considérées
dans la présente étude, on constate que I'annulation du
déterminant issu du systéme (7} conduit toujours a des
valeurs propres d’ordre de multiplicité 2. La recherche
des vecteurs propres associés & une valeur propre d’ordre
de multiplicité 2 montre qu’il existe toujours deux
vecteurs propres distincts associés. On peut ainsi tracer,
pour la plus petite des valeurs propres, la perturbation
1 de la fonction de courant, en considérant différentes
combinaisons linéaires de ces deux vecteurs propres
(figure 5) pour A =12 et N =—1. On constate que
les solutions convectives stationnaires, susceptibles de
se développer aprés la transition, sont similaires &
celles obtenues numériquement en suivant 1’évolution
temporelle de la solution qui prend naissance a la
transition (figure 2). Le point de bifurcation obtenu est
un point de co-dimension 2. La nature de la bifurcation
differe donc de celle obtenue pour des conditions de
température et de concentration imposées au niveau des
parois verticales, celle-ci étant transcritique pour des
valeurs de A comprises entre A =1 et A = 2,1, Dans ce
dernier cas, la branche de solution supercritique issue
de la bifurcation transcritique est stable.
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Figure 5. Différentes solutions convectives susceptibles d'apparaitre a la transition, obtenues analytiqguement, pour A = 1,2 et

AIY = —~1.

Figure 5. Analytical convective steady states which may appear at onset for A = 1.2 and N = —1.

4.2. Analyse des solutions
sous-critiques

En diminuant la valeur du nombre de Rayleigh a
partir de Rac, tout en restant sur la branche 2 de
solution (figure 4), on constate que la solution reste
monocellulaire et devient sous-critique. Cette solution
sous-critique transite de maniere discontinue, avec un
saut du nombre de Nusselt global, vers la solution de
double diffusion pure, pour une valeur du nombre de
Rayleigh thermique Ry < Rac. Ro est le nombre de
Rayleigh correspondant au point tournant. Pour des
valeurs du nombre de Rayleigh thermique inférieures a
Ry, seule la solution de double diffusion pure est stable.

L’étude de Pévolution de la valeur de Rp en fonction
du parametre (Le — 1) et de A, pour Le variant de 1,5
a 20 et pour A=1 et A =2 ({ableau II). montre que
celui-ci vérifie une relation du type :

Ro=C1/(Le-1)+C>

les constantes Cp et C: diminuant avec le rapport
d’aspect A. Ces variations sont reportées sur la
figure 6. Pour A =1, ces constantes valent C; = 38,23
et Oy =0,83; pour A =2, on obtient : Cy = 32,83 et
Cy = 0,385.

Une étude numérique plus complete qui serait
développée en faisant varier le rapport d’aspect A
sur une large gamme, ainsi que le nombre de Lewis,
nous permettrait de préciser le domaine de validité des
corrélations présentées ci-dessus.
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TABLEAU Il / TABLE Il
Nombre de Rayleigh Ry correspondant
au «point tournant» en fonction du nombre de Lewis Le
et du rapport d'aspect A de la cellule.

Rayleigh number Ry which corresponds
to the ‘turning point’ versus the Lewis number Le
and the aspect ratio A of the cell.

Le | 1/{Le—1) | Ropour A=1 | Rg pour A =2
1.5 2 77.2 66.0
2 1 39,0 33.2
3 0.5 20.2 16.8
4 0,33 13,8 11.4
5 0,25 10,6 8.6
11 0.1 4,44 3,6
L 20 0,053 2,40 1,94

5. CONCLUSION

Nous avons présenté dans cet article une étude per-
mettant de prédire la naissance de la convection ther-
mosolutale dans une cavité rectangulaire remplie d'un
milieu poreux saturé par un fluide binaire. Les pa-
rois verticales de la cavité sont soumises a des flux
constants de chaleur et de masse. On se place dans le
cas ol le rapport des forces de volume d’origine solu-
tale et thermique est égal 4 —1. On étudie la stabilité
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Figure 6. Nombre de Rayleigh R correspondant au «point
tournant» en fonction de 1/(Le — 1) pour A=1et A= 2.

Figure 6. Rayleigh number Ry corresponding to the ‘turning
point’ versus 1/?Le —1)for A=1and A =2.

linéaire de la solution de double diffusion pure, solution
du probleme dans ce cas, en supposant applicable le
principe d’échange de stabilité. Nous obtenons une
relation liant le nombre de Rayleigh critique thermique,
le nombre de Lewis et le rapport d’aspect de la cellule,
RaclLe — 1) = f(A). pour A variant de 1 & linfini.
Les résultats de cette étude analytique sont comparés
avec ceux obtenus a l'aide d’une étude numérique.
Cette derniere étude nous permet de retrouver avec
un trés bon accord les valeurs de Ra. obtenues par
I’étude de stabilité linéaire, pour plusieurs valeurs du
rapport d’aspect. On montre numériquement que, pour
A compris entre 1 et 2, la branche de solution issue de
la bifurcation est instable et que la solution transite
vers une branche de solution sous-critique de type
monocellulaire. La nature de la bifurcation n’a pas
été identifiée et son étude doit étre développée. En ce
qui concerne les solutions sous-critiques, nous avons
établi une corrélation liant le nombre de Rayleigh Ry,
pour lequel la solution sous-critique transite de maniere
discontinue vers la solution de double-diffusion pure,
au nombre de Lewis, et ceci pour différents rapports
d’aspect.
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Onset of double-diffusive convection in a rectangular porous cavity
submitted to heat and mass fluxes at the vertical walls

Relatively few works have been devoted to double-
diffusive convection in a porous medium, whereas na-
tural convection has been widely studied. Recently, the
double-diffusive convection in enclosures have received
particular attention due to its numerous fundamental
and industrial applications. Migration of moisture in
fibrous insulation, transport of contaminants in satu-
rated soil, drying processes, etc. are some examples
of interest. Nield and Bejan [2] have summarized the
current state of knowledge concerning convection in a
porous medium saturated by a binary fluid. Previous
studies have been concerned with the case of vertical
cells with either imposed temperatures and concentra-
tions along the vertical side-walls [3-5] or heat and
mass fluxes across the vertical side-walls [9, 11-13]. For
both of these boundary conditions, a purely diffusive
solution (motionless) is a solution to the problem when
the ratio of the solutal to the thermal buoyancy forces
N is equal to (—1). Charrier-Mojtabi et al. [5] demons-
trated for the case of temperatures and concentrations
imposed on the vertical walls that the purely diffusive
regime, which exists for N = —1 at any Lewis num-
ber, is linearly stable up to a critical thermal Rayleigh
number, Ra., which depends on the box aspect ratio
A, and the Lewis number Le. The authors conducted a
weakly non-linear analysis and established that the first
primary bifurcation is transcritical for A = 1. For the
same boundary conditions, double-diffusive convection
studies have been carried out in a fluid medium, for the
case N = —1, by Gobin and Bennacer and others [6-8].

The aim of the present work was to analyze the linear
stability of a purely diffusive solution in a rectangular
or infinite vertical cell for the case N = —1 with heat
and mass fluxes applied to the vertical walls. The
analytical results are compared to those obtained by
direct numerical simulations.

The problem of double diffusive convection in a rec-
tangular porous cavity depends on five non-dimensional
parameters (the thermal and solutal Rayleigh numbers,
Rar and Rasg, respectively, the Lewis number, Le, the
normalized porosity, € and the aspect ratio of the cell,
A). The problem is formulated using Darcy’s law and
the Boussinesq approximation for the binary fluid whose
density depends linearly on both the local temperature
and concentration (equation (1)). The dimensionless
2D equations for the conservation of mass, momentum,
chemical species and energy where the Soret effect is
neglected are respectively given by equations (2) and
the boundary conditions are expressed by equations (3).

We considered the stability analysis of the equili-
brium solution when N = Rags/Rar = —1. We assumed
that the pertubation quantities (¢, 8, c) are infinitesimal,
then we obtained the linearized equations (4). The per-
turbations satisfying all the boundary conditions may
be expanded into double Fourier series as equations (6).
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Then we assumed that the principle of exchange of sta-
bility was valid, and the marginal state is obtained for
o = 0. Thus the steady state disturbances are solutions
of equations (7). One can observe that only one non-
dimensional stability parameter, Ra(Le — 1), appears in
these equations. The Galerkin technic is used to solve
these equations. For low orders of approximation, a
symbolic algebra code (Maple) is used. We have also
found numerically the critical Rayleigh number for hi-
gher orders. Table I gives the critical Rayleigh number
versus A, for different orders of approximation. This ta-
ble shows that for a large aspect ratio, the convergence
needs high orders of approximation. For an infinite
vertical porous layer, the perturbations are given by
equations (8) where k corresponds to the wavenumber
in the y direction. When the principle of exchange of
stability is assumed valid, the values of critical wa-
venumber and critical Rayleigh number obtained are,
respectively, k. = 2.51 and Ra.|Le — 1| = 105.33, which
is in good agreement with the results given in table I
The compound matrix method has also been used to
solve equations (7) for the case of an infinite vertical
cell.

Two numerical models, one using a spectral collo-
cation method and a second one using a finite volume
method, have been performed. The time scheme used
to solve equations (2) with boundary conditions (3) in
the two procedures is a second order Adams-Bashforth
Euler backward scheme. The results obtained for A = 1,
1.2, 1.5 and A = 2 and Le = 2 are in good agreement
with the linear stability analysis (Rac|Le—1| = 209.8 for
A = 1). For all the studied cases, the direct numerical
simulation shows that the branch of convective solution
created at the bifurcation point is unstable. Figure 2
indicates the time evolution of the convective solution
at the onset. The stable steady state reached is charac-
terized by one cell in all the cavity (figure 3). The linear
stability analysis shows that the bifurcation point is a
codimension-two bifurcation point. The perturbation of
the stream-function drawn for different linear combi-
nations of the two eigenvectors associated to the same
eigenvalue (figure 5) gives the possible steady state
solutions at the onset of convection. These solutions
correspond to those observed during the time evolution
of the numerical simulation presented in figure 2.

By decreasing the Rayleigh number from Ra. on
the subcritical branch 2 (figure 4), the structure of the
convective motion remains monocellular until Ry < Rac,
point from which the solution returns discontinuously
to the purely diffusive solution. Ry corresponds to the
‘turning point’. A correlation giving R as function of
the Lewis number is given for two values of the aspect
ratio A = 1 and A = 2 (figure 6) and for Le varying
between 1.5 and 20.



