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Abstract - -  Onset of double-diffusive convection in a rectangular porous cavity submitted to heat and mass fluxes at the 
vert ical walls. We studied the onset of double-diffusive convection in a rectangular cell filled with a porous medium saturated 
with a binary fluid. Uniform heat and mass fluxes are applied to the vertical walls while the horizontal walls are impermeable 
and adiabatic. When the ratio of resulting solutal to thermal buoyancy forces is equal to - 1 ,  we obtain a purely diffusive regime 
(motionless). We demonstrate that this regime is linearly stable while the thermal Rayleigh number is lower than a critical value, 
Rac, depending of the aspect ratio of the cell, A, and the Lewis number, Le. For a square cavity, we obtained R a c l L e -  11 = 209.84 
and for an infinite layer, the critical parameters are found to satisfy RaclLe - 11 = 105.33 with a wavenumber kc = 2.51. These 
analytical results are in good agreement with direct numerical simulations. These numerical simulations show that subcritical 
solutions disappear for a thermal Rayleigh number Rio < R a c ,  which depends on the aspect ratio of the cell and the Lewis number. 
For thermal Rayleigh numbers lower than Ro, only the purely diffusive solution is stable. ~ Elsevier, Paris. 

double-diffusive convection / porous media / linear stability / spectral method / bifurcation 

R~sume - -  Nous ~tudions la naissance de la convection thermosolutale dans une cavit6 rectangulaire remplie d'un milieu poreux 
satur6 par un fluide binaire. Des flux constants de chaleur et de masse sont impos6s sur les parois verticales. Les parois 
horizontales sont isol6es. Lorsque le rapport des forces de volume d'origine solutale et thermique IV est 6gal ~ - 1 ,  un r6gime de 
double diffusion pure est solution du probl~me. Ce r6gime est lin~airement stable si le nombre de Rayleigh thermique est inf6rieur 

une valeur critique Rac, fonction du rapport d'aspect de la celluie A et du nombre de Lewis Le. Pour une cellule carr6e, nous 
obtenons l~acILe - 11 = 209,84 et, pour une cellule d'extension verticale infinie, RaclLe - 11 = 105,33, avec un nombre d'onde 
associ6 /% = 2,51. Ces r~sultats de stabilit6 lin6aire sont en tr~s bon accord avec ceux obtenus par simulation num6rique directe. 
L'6tude num6rique montre rexistence de solutions convectives sous-critiques, qui cessent d'exister pour un nombre de Rayleigh 
thermique Ro < Ra~, fonction du rapport d'aspect de la cellule et du nombre de Lewis. Pour des valeurs du nombre de Rayleigh 
thermique inf6rieures ~ Ro, seule la solution de double diffusion pure est stable. © Elsevier, Paris. 

convection thermosolutale / milieu poreux /stabilite lin~aire / m~thode spectrale / bifurcation 

Nomenclature  

A rappor t  d ' a spec t  ( =  H / L )  
A* 

a diffusivit6 t h e r m i q u e  a . . . . . . . .  (pc)f 
C concen t ra t ion  ad imens ionnel le  d u  solut6 

(fraction mass ique)  

m2.s -1 

* Cor re spondance  et tir6s ~ par t .  
m o j t a b i ~ i m f t . f r  

Cet  art icle fair sui te  ~ une  c o m m u n i c a t i o n  pr6sent6e par  
les a u t e u r s  aux  8 e~ J I T H  qui se sont  t enues  k Marseil le du  
7 au  10 jui l let  1997. 

A C  diff6rence de concen t ra t ion  caract~ris t i -  

que A C  j L 
D 

C~ concen t ra t ion  de r6f~rence 

c p e r t u r b a t i o n  de la concen t ra t ion  

D diffusivit6 mas s ique  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 2 . s -  1 
g aec61~ration de la pe san t eu r  

( V  = - g Y ' v )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m ' s - 2  
H h a u t e u r  de la cavit6 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 

j t  flux de masse  c o n s t a n t  ( =  j Po) . . . . . . .  k g ' m - 2 s  -1  

K perm6abi l i t6  du  nlilieu poreux  . . . . . . . . .  m 2 
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k nombre d'onde 
k~ nombre d'onde critique 

L largeur de la cavit~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 
a 

Le nombre de Lewis (=  ~ )  

N rapport des forces de volume d'origine 
Ras 

solutale et thernfique (N = ) 
RaT 

N u  nombre de Nusselt global 
P pression adimensionnelle 
q~ flux de chaleur constant . . . . . . . . . . . . . .  W.m -2  
Ras nombre de Rayleigh solutal bas~ sur L 

Ras  = K g ~c(pc) f  A C  L 

RaT nombre de Rayleigh thermique bas6 L 
K g /3T(pC)f A T  L 

RaT = ,,k* p 
Rac hombre de Rayleigh thermique critique 
T temperature adimensionnelle 
A T  difference de temperature caraet6ristique 

q~ L 
A T  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  K 

Tg temp6rature de r6f6rence 
t temps adimensionnel 
U composante horizontale adimensionnelle 

de la vitesse 
V composante verticale adimensionnelle de 

la vitesse 
x, y coordonn~es adimensionnelles 

Symboles grecs 

/3T coefficient d'expansion thermique 
/3c coefficient d'expansion massique 

porosit~ normalis6e e = ¢~ (p c)f (p~)* 
~ porosit~ de la matrice poreuse 
A* conductivit~ thermique effective du mi- 

lieu poreux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  W-m-~.K -~ 
viscosit~ cin~matique du fluide . . . . . . . .  m~.s -1 

p masse volumique du fluide binaire . . . . .  kg.m -3 
(pC)f capacit~ thermique volumique du fluide J .m-3-K -~ 
(pc)* capaeit6 thermique volumique du fluide 

fietif repr~sentant le milieu poremx . . . . .  J .m-3-K -~ 
0 perturbation de temperature 
~b perturbation de la fonction de eourant 

La notation ~ indique des grandeurs dimensionnelles. 

1. I N T R O D U C T I O N  

L'~ tude  de la convect ion  the rmoso lu ta l e  en mil ieu 
poreux  fair ac tue l l ement  l ' ob je t  de n o m b r e u x  t r avaux  
au n iveau  in ternat ional .  I1 s 'ag i t  d '~ tud ie r  les mouve-  
ments  convectifs  indui ts  au  sein d ' u n  mil ieu poreux  par  
un grad ien t  de t e m p e r a t u r e  et un grad ien t  de concen- 
t ra t ion.  Les m o u v e m e n t s  g~n~r6s par  les var ia t ions  de 
la masse  volunf ique du fluide sa tu ran t  en fonet ion de 

la temperature et de la concentration peuvent ~tre 
tr~s diff~rents du cas classique de la convection natu- 
relle d'origine thermique [I]. Les applications pratiques 
correspondantes sont tr~s nombreuses : transport de 
pollnants dans les sols, migration d'humidit~ dans des 
fibres isolantes, stockage de d~chets radioactifs... Une 
revue assez compl~te de ces travaux a ~t~ faite par Nield 
et Bejan [2]. 

La plupart des dtndes r~alis~es snr ce snjet concer- 
nent des gdomdtries rectangulaires. Trdvisan et Bejan 
[3] ont considdrd des conditions aux limites de tempera- 
ture et de concentration imposdes au niveau des parois 
verticales, les parois horizontales ~tant supposdes adia- 
batiqnes et impermdables. Ils ont identifi4, par vole ana- 
lytique et num~rique, de multiples rdgimes de convection 
pour des rapports de forces de volume d'origine solutale 
et therinique, N, variant de -5 g 3. Dans le cas N = -I. 
les auteurs mentionnent l'existence d'une solution pu- 
rement diffusive si le nombre de Lewis Le est 4gal ~ I. 
mais ne trouvent pas cette solution si Le¢ I. L'dtude 
de la s tabi l i td  de la sohl t ion pu remen t  diffusive exis tan t  
pour  N = - 1  et quel  que  soit Le, pour  des nombres  de 
Rayle igh thern l iques  suff isamment  faibles, a 6t6 reprise 
par  Cha r r i e r -Moj t ab i  et al. [4, 5]. Ces au teurs  ont  d~ter- 
thin6 a n a l y t i q u e m e n t  le nombre  de Rayle igh  cr i t ique  de 
la t r ans i t ion  solut ion diffusive solut ion convect ive  par  
une ~tude de s tabi l i t6  lin6aire. Ils ont  ainsi  ob t enu  une 
re la t ion  Rac I L e -  I I = f ( A ) ,  A ~tant  le r appo r t  d ' a spec t  
de la cellule. Pour  le cas A = 1, une ~tude de stabi-  
lit6 fa ib lement  non-l in~aire mon t r e  que la b i furca t ion  
est t ranscr i t ique .  Ces r6sul ta ts  sont  confirm6s par  une 
s imula t ion  num6r ique  directe.  Pour  le m~me type  de 
condi t ions  aux linfites, l '6 tude  de stabil i td de la solut ion 
de diffusion pure,  solut ion du probl~me pour  N = - 1 .  
a aussi 6t~ effectu~e en mi l ieu  fluide par  Gob in  et al. 
[6], Xin  et al. [7] e t a  6t6 reprise plus r6cemment  pat' 
Ghorayeb  et  M o j t a b i  [8]. 

Pour  ce t te  g6om6trie,  de n o m b r e u x  au teurs  ont  
consid~r~ le cas plus r6aliste de flux de chaleur  et de 
masse  impos6s au  n iveau  des parois  vert icales.  Nous ci- 
t e rons  les t r avaux  de Trevisan  et Bejan  [9] et d ' A l a v y o o n  
[10]. Dans  le cas o/1 les forces de vo lume solutale  et ther-  
nfique ont des effets oppos6s, Alavyoon  et al. [11] ont  
mis en 6vidence l ' ex is tence  de solut ions osci l lantes pour  
des domaines  par t icul iers  de var ia t ion  des param~t res  
ad imensionnels  r6gissant le problbme.  Pour  les solut ions 
convect ives  s ta t ionna i res  et des r appor t s  d ' a spec t  assez 
grands,  ils comparen t  leurs r6sul ta ts  num6riques  avec 
les rdsul ta ts  d ' une  5tude ana ly t ique  effectu6e en faisant  
l 'hypoth~se  d ' u n  6coulement  de type  parall~le. Dans  
la m~me configurat ion,  M a m o u  et al. [12] ont  montr6.  
pour  le cas N = - 1 ,  Ra~ = 100 et Le = 10, qu ' i l  existe.  
en plus de la solut ion pu remen t  diffusive, une solut ion 
convect ive.  Cependan t ,  ees au teurs  n 'on t  pas proc6d6 5 
une  ~tude approfondie  du cas N = - 1 .  M a m o u  et al. 
[13] ont  aussi 6tudi6 l 'effet de l ' incl inaison de la cellule 
sur la na tu re  des 6coulements  conveetifs.  

Dans  la pr6sente  6tude,  on consid~re le cas de la 
g(~om~trie rec tangula i re  avec des condi t ions  aux  l imites  
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de flux de chaleur et de masse imposdes au niveau 
des parois verticales. On se place dans le cas off 
le rappor t  des forces de volume d'origine solutale et 
thermique,  N, est 4gaI '£ ( -1 ) .  On effectue une ~tude de 
stabili t5 lin4aire de la solution de double diffusion pure, 
solution du probl~me pour N = - 1 ,  quel que soit le 
nombre de Lewis. On analyse l ' influence des parambtres  
g~om~triques et physiques du probl~me sur la per te  
de stabili t~ lindaire de eette solution. Dans le cas oh 
le principe d'4change de stabili td est suppos6 satisfait,  
on trouve, comme pour des conditions aux limites de 
temp6rature  et de concentrat ion imposdes au niveau des 
parois verticales, une relat ion R a ~ l L e -  11 = f (A) ,  off 
Ra~ d~signe le hombre de Rayleigh critique thermique et 
A le rappor t  d 'aspect  de la cellule. Une dtude numdrique 
a 6t5 d6velopp4e dans le but  de retrouver les crit~res 
d ' appar i t ion  de la convection thermosolutale,  de ddcrire 
les ~coulements convectifs apparaissant  juste  aprSs la 
t ransi t ion et d 'analyser  les solutions sous-critiques. 

2. F O R M U L A T I O N  M A T H I : M A T I Q U E  

On ~tudie les 6coulements bidimensionnels de convec- 
t ion thermosolutale  dans une cavit6 rectangulaire rem- 
plie d 'un  milieu poreux satur6 par un mdlange binaire 
homogbne. Les parois verticales de la eellule, de rappor t  
d 'aspect  A, sont soumises ~ des flux horizontaux de 
masse et de chaleur notes j '  et q' respectivement.  Les 
parois horizontales sont parfai tement  isol6es (figure I). 
Les ~quations math~matiques rdgissant ces 6coulements 
sont basses sur la toi de Darcy et Yhypoth~se de Boussi- 
nesq pour le fluide saturant .  Les variations de la masse 
volumique p du fluide binaire, en fonction de la tempera-  
ture T' et de la concentrat ion (fraction massique) C',  
sont prises en compte dans le terme g6nSrateur de la 
convection, sous la forme : 

p ( T ' , C ' )  = p o ( 1 - . 3 T ( T ' - T ; ) - f 3 ~ ( C ' - C ; ) )  (1) 

A 

3C 
m = . -  1 
Ox 

9T  
- - = ' - 1  
Ox 

U = O  

0 

3C crr 
= v = o  

o5, ay 

OC 
-~x = -1 

3T  
~ x  = -1  

U = O  

~X 
1 

c?C 3T = V = 0 
ay ay 

Figure 1. Schema de d~finition. 
Figure I. Defining schematic. 

Les 6quations adimensionnelles de conservation de la 
masse, de la quantit~ de mouvement,  de la conservation 
des esp~ces et de l'~nergie, en l 'absence d'effet Soret, 
s 'Scrivent respeetivement : 

___+ 

V . V = 0  

V = - v P  + (RaT T + Ras  C) 7 y  

OC + ~ , . V C  = I 
e - ~ -  ~ee V2C 

a T  + 
a-7 + v • v r  = v ~ r  (2) 

Les dquations ci-dessus ont dt~ rendues adimension- 
nelles en consid6rant les relations suivantes : 

V'  L (p c)f ),* t '  
(x ,  y )  = ( x ' ,  ~ ' ) / L  V - t - 

A* (pc)* L 2 

r '  c '  - Co T -  - T ;  C - -  
A T  AC 

q ' L  j L  p _ P '  K (pc)f A = H / L  A T  -- A C  = - -  
A*p A* D 

Les conditions aux limites associ~es sont donn~es 
par  : 

~C ~T 
- - V = O p o u r y = O , A ;  Vx 

ay ~y 

Oc aT 
- - - 1 ;  U = 0 p o u r x = 0 , 1 ;  Vy (3) 

ax ax 

Ainsi, le probl~me de la convection thermosolutale  
dans une couche rectangulaire  poreuse d~pend de cinq 
param6tres  adimensionnels,  qui sont les nombres de 
Rayleigh thermique et. solutal,  le nombre de Lewis, 

, (pc) f  s' la porosit~ normalis6e e = e (--fi~-, off ddsigne la 

porosit6 r~elle du nfilieu et le r appor t  d 'aspect  A. 
Les ~changes thermiques et massiques sont ca- 

ract4ris~s respectivement par  le nombre de Nusselt glo- 
bal N u  et le nombre de Sherwood global Sh,  d~finis 
par  : 

A 
Nu  = 

0 a [r(1,y) - r(O,y)Idy 

A 
Sit = 

o A [C(1,y) - C(O,y)]dy 

On se place dans l 'hypoth~se off le r appor t  des forces 
Ras 

de volume d 'origine solutale et thermique N - RaT -- 

- 1 .  Dans ces conditions, T = - x  + b~, C = - x  + b2 et 
V = 0 const i tue une solution des ~quations (2) avec les 
condit ions atLX limites (3), bl et b2 ~tant des constantes 
arbitraires.  On se propose d '~tudier  la stabili t4 de cette 
solution de repos correspondant  g la double diffusion 
pure. On notera  que dans le cas oh N ¢ - 1 ,  le probl~me 
n ' admet  pas de solution d'~quilibre. 
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3. ANALYSE DE STABILITI= L IN#AIRE 

3.1. i~tude dans le cas d 'une cel lule  
rec tangula i re  

La stabilit6 de la solution de base To = - x  + bl, 
Co = - x + b 2  et V0 = 0, obtenue pour N = -1 ,  est 
analys6e en consid6rant des perturbat ions de la vitesse, 
de la temp6rature et de la concentration (v, 0 et c) 
d6finies respectivement par : 

v = V -  Vo, O = T - To et c = C - Co 

On consid~re des per turbat ions bidimensionnelles 
situ~es dans le plan de l%eoulement. On introduit  alors 
la per turbat ion de la fonction de courant 0, d~finie par : 

On obtient en consid~rant des perturbations infi- 
ni%simales et en ne gardant que les termes du premier 
ordre, les ~quations aux perturbations suivantes : 

O= V= ¢ + RaT ~z 

-~ = V~O + Oy 

Oc V~ c O0 
- -  - -  + (4) 

~t Le Oy 

auxquelles sont associ6es les conditions aux limites 
suivantes : 

0c 30 
0y 0y V) = 0 pour y = 0, A Vx 

Oc ~0 
- ~ = 0 pour x = 0, 1 Vy (5) 

0 z  - 0 x  

Les perturbations qui satisfont toutes les conditions 
aux limites pour une cellule rectangulaire peuvent ~tre 
d~velopp~es en double s~rie de Fourier, comme suit : 

N M 

@'= E E a  ..... sin(nl~x) sin (m--~Y) exp(o-t) 
n = l  m = l  

N M 

n = l  m = l  

N M 

, n = l  m = l  

o/1 ~r est a priori un hombre complexe. 

(6) 

Dans toute la suite du texte, Ra d~signera RaT. 

Dans le cas oft l 'on suppose applicable le principe 
d'6change de stabilitY, soit a c R, l%tat marginal du 
probl~me est obtenu pour ~r = 0. D'apr~s te syst6me 

(4), on a alors : A ( ~ c  o - 0 )  = 0. Compte tenu des 

conditions aux limites (5), on en d6duit qu 'au voisinage 
du point de biflu'cation, la solution supercritique v6rifie : 

c 
- -  = 0 + c s t .  En 6liminant l a  concentration dans le 
Le 
syst~me (4), on obtient alors un syst~me du second 
ordre en ~ et 0 : 

00 
V2 g~ - Ha ( Le - 1 )  ~zz = 0  

V20 + ~ = 0 (7) 

Ces 6quations font apparaitre que la stabilit6 lin6aire 
ne d6pend que d 'un  seul groupement adimensiom~el 
R a ( L e -  1), dans le cas oi~ le principe d'6change 
de stabilit6 est suppos6 satisfait. I1 serait int6ressant 
de d6terminer dans quelle gamme de paraIn6tres 
aditnensionnels le prineipe d'6change de stabilit6 est 
satisfait pour le probl~me 6tudi6. En effet, dans une 
6rude r6cente, Karimi-Fard et al. [14! ont montr6, 
pour le probl6me de la double-diffusion convection dans 
une cellule reetangulaire avec des temp6ratures et des 
concentrations impos6es au niveau de deux des parois, 
que la bifurcation correspondant & la transi t ion r6gime 
de double diffusion pure-r6gime conveetif peut-6tre, soit 
stationnaire, soit instationnaire (bifllreation de Hopf), 
suivant les valeurs de la porosit6 normalis6e e et du 
nombre de Lewis Le. De plus, les bifl~rcations conduisant 
h des solutions stationnaires sont, soit transcritiques, 
soit de type fourche, suivant les valeurs du rapport 
d 'aspeet et de l 'inclinaison. 

Le syst6me (7) a 6t6 r6solu par la m6thode de 
Galerkin, en utilisant le logiciel de calcul symbolique 
Maple, jusqu% l'ordre (3 x 3), ce qui correspond & des 
matrices (18 x 18). Pour des ordres plus 61ev6s, nous 
avons eu recours "~ une proe6dure num6rique pour le 
calcul des d~terminants. Pour le cas A = 1. les ealculs 
ont 6t6 effectu6s jusqu '£  l 'ordre 13 x 13, afin de tester 
la convergence du proeessus. Pour A variant de 1.1 5 
3, l 'ordre le plus 61ev6 eonsid6r6 est de 7 x 14 ; pour A 
variant de 3.1 /~ 5, il est de 5 x 20 ; pour A variant de 
5,2 & 10, il est tie 5 x 25. Le cas Le = 1 correspond 5 
un rdgime de double-diffusion pure lin6airement stable, 
quel que soit Ra. Le tableau I donne le groupement 
R a c l L e -  1 l, oft Ra¢ ddsigne le nombre de Rayleigh 
therinique critique, en fonction du rapport d'aspect 
A, pour diff~rents ordres d 'approximation. On constate 
que lorsque A augmente, le groupement Ra¢lLe-  11 tend 
vers une valeur asymptotique correspondant £ la valeur 
obtenue dans le cas d 'une cellule verticale d'extension 
infinie (el. § 3.2). 
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TABLEAU I / TABLE I 
Nombre de Rayleigh critique en fonction du hombre de Lewis Le 

et du rapport d'aspect A de la cellule. 

Critical Rayleigh number versus Lewis number Le and the aspect ratio A of 

A = I  N x M  
Ra¢lLe - 11 

A 1,2 
N x M  7 x 1 4  

Ra¢lLe - 1 t 177,86 

A 4 
N x M  5 x 2 0  

Ra~lLe - 11 111,99 

A 
N x M  

Ra¢ILe - 11 

7 
5 x 2 5  
107,56 

the cell. 

11 x 11 13 x 13 
209,846 209,841 

3 3,5 
7 x 14 5 x 20 
117,05 114,00 

6 6,6 
5 x 25 5 x 25 
108,34 i08,03 

9 10 
5 x 25 5 x 25 
106,70 106,46 

5 x 5  7 x 7  9 x 9  
210,125 209,908 209,860 

1,5 2 2,5 
7 x  14 7 x  14 7 x  14 
151,77 1 3 1 , 7 3  122,15 

4,5 5 5,6 
5 x 2 0  5 x 2 0  5 x 2 5  
110,62 1 0 9 , 6 3  108,77 

7,5 8 8,5 
5 x 2 5  5 x25  5 x 2 5  
107,28 1 0 7 , 0 5  106,86 

3.2.  I~tude d a n s  le cas d ' u n e  ce l lu le  
v e r t i c a l e  d ' e x t e n s i o n  in f in ie  

Dans le cas d 'une celhfle verticale d'extension infinie 
selon y, les perturbat ions de la fonction de courant, de 
la temperature et de la concentration sont dfivelopl~es 
sous la forrne : 

N 

= E a n  sin (n%x) e x p ( a t  + i k y )  

N 
0 = E b,~ cos (n ~ x) exp (or t + i k y) 

n = l  

N 

c = E c ~ e o s ( n ~ x ) e x p ( a t + i k y  ) (8) 

oh k d~signe le nombre d'onde dans la direction infinie y. 
En supposant le principe d'~change de stabilit~ satisfait, 
pour la recherche de l '~tat marginal a = 0, le syst~me (7) 
est r~solu par la mdthode de Galerkin pour des valeurs 
de N allant jusqu'~t 5. Nous avons aussi utilisS, pour 
la r~solution du syst~me (7), la mfithode des matrices 
composfies [15]. On trouve que les param~tres critiques 
satisfont £ Ra~lLe-  11 = 105,33 et k¢ = 2,51. Ce r~sultat 
est en bon accord avec les %sultats obtenus pour une 
cellule de grand rapport d 'aspect (A = 10) (tableau I). 
On peut  noter que les param~tres critiques obtenus en 
couche verticale infinie sont les m~mes que ceux obtenus 
pour des conditions de temperature et de concentration 
impos~es au niveau des parois verticales. 

4. A P P R O C H E  N U M I : R I Q U E  

Les 6quations (2) avec les conditions aux limites 
(3) ont ~t6 r~solues en utilisant, d 'une  part, un code 

aux volumes finis [16] et, d 'autre  part, un code bas~ 
sur une m~thode spectrale. Dans les deux approches, 
l ' int~gration temporelle est r~alis~e avec le schema aux 
differences finies Adams-Bashforth/Euler  retard~ semi- 
implicite d'ordre 2. La mfithode spectrale utilis~e est 
du type collocation, avec des polyn6mes de Legendre 
[17]. Les %sultats obtenus par ees deux codes sont en 
parfait accord entre eux et avec ceux trouv~s, entre 
autre, dans une configuration similaire analys~e par 
Alavyoon et al. [11]. Pour plus de d6tails eoncernant 
ces proc6dures num~riques et les validations avec les 
r~sultats d 'autres auteurs, nous renvoyous le lecteur 5 
Particle de Charrier-Mojtabi et al. [5]. 

4.1.  T r a n s i t i o n  s o l u t i o n  c o n d u c t i v e -  
s o l u t i o n  c o n v e c t i v e  s t a t i o n n a i r e  

Dans une premiere ~tape, nous nous sommes attaches 
~t la caractfirisation, par voie num~rique, de la transi t ion 
solution de double diffusion pure-solut ion convective 
stationnaire, pour plusieurs valeurs de A : A = 1, 
A = 1,2, A = 1,5, A = 2 et pour Le = 2. Les r6sultats 
obtenus pour la valeur du nombre de Rayleigh critique 
thermique sont en tr~s bon accord avec ceux d~duits de 
l '~tude de la stabilit~ lin~aire. 

Cependant;  le fair essentiel qui ressort de la re- 
cherche du hombre de Rayleigh critique est que quelles 
que soient les valeurs de A et de Le consid6r~es, nous ne 
eaptons pas num4riquement de solution supercritique, 
contrairement h ce qui est obtenu pour des conditions 
aux limites de temperature et de concentration impos~es 
au niveau des parois verticales dans ce domaine de varia- 
tion du rapport d'aspect. Si on suit P~volution au cours 
du temps de la solution convective qui apparait  juste 
la transi t ion lorsque la solution de double-diffusion perd 
sa stabilitY, on observe, pour t o u s l e s  cas num~riques 
consid~%s, prat iquement la m~nm 6volution, rep%sent~e 
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sur lafigure 2pour  A = 1,2, Le = 2, N = -1 .  On obtient 
d 'abord une solution convective centro-sym6trique 
3 cellules, avec une grosse cellule centrale et deux petites 
cellules contrarotatives dans deux coins opposes de la 
cavit~ poreuse (figure 2a). L'~coulement ~volue ensuite 
vers un r~gime ~ 2 cellules contrarotatives emplissant 
l 'ensemble de la cavit6 (figure 2b), puis, de nouveau, 
3 cellules convectives apparaissent (figure 2c)~ avec la 
cellule centrale qui tourne en sens inverse du cas (a). 
Cet ~coulement disparait tr~s vite, pour laisser place 
£ un ~coulement monocellulaire, avec une seule cellule 
emplissant l 'ensemble de la cavit~ (figure 2d). Sur la 
figure 3, on a report6 les lignes de courant (a), les 
isothermes (b) et les iso-concentrations (c) pour le 
r6gime monocellulaire stable obtenu ~ la transi t ion dans 
le cas A = 1, Le = 2, N = -1 .  On est alors sur une 
autre branche de solution (branche 2) du diagramme 
donnant  les variations du nombre de Nusselt global en 
fonction de Ra, pr@sent6 pour le cas o/1 A = 1, Le = 2 
et N = - 1  sur la figure ~. 

La nature  de la bifurcation n'est  donc pas identifi~e 
et son 6tude m6rite un d6veloppement qui sera effectu6 

la suite du present travail. Cependant,  l '~volution 
temporelle pr~sent~e sur la figure 2, pour A = 1,2, 
N = - 1  et Le = 2. est en bon accord avec l'@tude de 
stabilit~ lin6aire. 
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F igure  2. I~volution tempore l le  de la so lu t ion convect ive  au 
seuil d 'appar i t ion  : A = 1,2, Le = 2 et N = - 1 .  

F i g u r e  2. Time evo lu t ion  o f  the convect ion  mot ion at onset:  
A = 1.2, Le = 2, and N = - I .  

(a) (b) (c) 

Figure 3. Lignes de courants  (a) ;  isothermes (b) ;  iso- 
concent ra t ions (c). A = 1, Le = 2, N = - 1  et RaT = 210. 

F i g u r e  3. Streamlines (a) ; iso therms (b) ; concent ra t ions l ines 
(c). A = 1, Le = 2, N = - 1 ,  and FlaT = 210. 
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F i g u r e  4. Nombre  de Nussel t  g lobal  en fonc t ion  du nombre  
de Rayleigh the rmique  pour  A = 1, Le = 2 et N = - 1 .  

F i g u r e  4. Global Nusselt  number  versus the thermal  Rayleigh 
number  fo r  A = 1, Le = 2, and N = - 1 .  

En effet, pour toutes les valeurs de A consid6r6es 
dans la pr~sente 6tude, on constate que l 'annulat ion du 
d~terminant issu du syst~me (7) conduit toujours h des 
valeurs propres d'ordre de multiplicit~ 2. La recherche 
des vecteurs propres associ6s ~ une valeur propre d'ordre 
de multiplicit6 2 montre qu'il  existe toujours deux 
vecteurs propres distincts associ~s. On peut ainsi tracer, 
pour la plus petite des valeurs propres, la per turbat ion 
¢ de la fonction de courant, en consid6rant diffdrentes 
combinaisons lin6aires de ces deux vecteurs propres 
(figure 5) pour A = 1,2 et N = - 1 .  On constate que 
les solutions convectives stationnaires, susceptibles de 
se d~velopper apr~s la transition, sont similaires £ 
celles obtenues num6riquement en suivant l '6volution 
temporelle de la solution qui prend naissance ~ la 
t ransi t ion (figure 2). Le point de bifurcation obtenu est 
un point de co-dimension 2. La nature  de la bifurcation 
diff~re donc de celle obtenue pour des conditions de 
tempelrature et de concentration impos6es au niveau des 
parois verticales, celle-ci 6tant transcritique pour des 
valeurs de A comprises entre A = 1 et A = 2,1. Dans ce 
dernier cas, la branche de solution supercritique issue 
de la bifurcation transcritique est stable. 
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Figure 5. Difffirentes solutions convectives susceptibles d'apparakre ~ la transition, obtenues analytiquement, pour A = 1,2 et 
N=-  -1.  
Figure 5. Analytical convective steady states which may appear at onset for A = 1.2 and N = - 1 ,  

4 . 2 .  A n a l y s e  d e s  s o l u t i o n s  
s o u s - c r i t i q u e s  

En diminuant  la valeur du nombre de Rayleigh 5̀  
partir  de Ra~,  tout en restant sur la branche 2 de 
solution ( f igure  4),  on constate que la solution reste 
monocelhflaire et devient sous-critique. Cette solution 
sous-critique transite de mani~re discontinue, avec un 
saut du nombre de Nusselt global, vers la solution de 
double diffusion pure, pour une valeur du nombre de 
Rayleigh thermique Ro < Ra~.  Ro est le nombre de 
Rayleigh correspondant au point tournant .  Pour des 
valeurs du nombre de Rayleigh thermique inf~rieures 5. 
R0, seule la solution de double diffusion pure est stable. 

L'dtude de l 'dvolution de la valeur de R0 en fonction 
du param~tre (Le  - 1) et de A, pour Le variant de 1,5 
g 20 et pour A = 1 e t  A = 2 ( t ab leau  II) ,  montre que 
celui-ci v~rifie une relation du type : 

Ro = C t / ( L e  - 1) + C~ 

les constantes C~ et C~ diminuant  avec le rapport 
d'aspeet A. Ces variations sont report~es sur la 
f i gure  6. Pour A = 1, ces constantes valent C1 = 38,23 
et C2 = 0 , 8 3 ;  pour A = 2 ,  on obtient : C1 =32,83 et 
C2 = 0,385. 

Une dtude mlm~rique plus complete qui serait 
d~vetopp~e en faisant varier le rapport d 'aspect A 
sur une large gamme, ainsi que le nombre de Lewis, 
nous permettrai t  de p%ciser le domaine de validit~ des 
correlations pr(~sent~es ci-dessus. 

TABLEAU II / TABLE II 
Nombre de Rayleigh Ro correspondant 

au -po in t  tournant>~ en fonction du nombre de Lewis Le 
et du rapport d'aspect A de la cellule. 

Rayleigh number Ro which corresponds 
to the 'turning point' versus the Lewis number Le 

and the aspect ratio A of the cell. 

L e  

1,5 

2 

3 

4 

o 

II 

20 

1/(Le - 1) Ro pour A = 1 R0 pour A = 2 

2 77.2 66,0 

1 39,0 33,2 

0,5 20,2 16,8 

0,33 13,8 11.4 

0,25 10,6 8,6 

0.1 

0,053 

4,44 

2,40 

3,6 

1,94 

5. C O N C L U S I O N  

Nous avons p%sent5 dans cet article une ~tude per- 
Inettant  de p%dire la naissance de la convection ther- 
mosolutale dans une cavit~ rectangulaire remplie d 'un  
milieu poreux satu% par un fluide binaire. Les pa- 
rois verticales de la cavit~ sont sounfises h des flux 
constants de ehaleur et de masse. On se place dans le 
cas oh le rapport des forces de volume d'origine solu- 
tale et thermique est 5gal ~ -1 .  On 6indic la stabilit5 
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Figure 6. Nombre de Rayleigh R0 correspondant au ~<point 
tournant,, en fonction de 1/(Le  - 1) pour A = 1 et A = 2. 
Figure 6. Rayleigh number R0 corresponding to the 'turning 
point' versus 1 / ( L e  - 1) for A = 1 and A = 2. 

lindaire de la solution de double diffusion pure, solution 
du probl~me dans ce cas, en supposant applicable le 
principe d'~change de stabilitY. Nous obtenons une 
relation liant le nombre de Rayleigh critique thermique, 
le hombre de Lewis et le rapport d'aspect de la cellule, 
R a ~ l L e -  li = f ( A ) ,  pour A variant de 1 "a l'infini. 
Les rdsultats de cette ~tude analytique sont compares 
avec ceux obtenus /t l 'aide d 'une ~tude num6rique. 
Cette derni~re 6tude nous permet de retrouver avec 
un trbs bon accord les valeurs de Rac obtenues par 
l '6tude de stabilit~ lin4aire, pour plusieurs valeurs du 
rapport d'aspect. On montre nmn6riquement que, pour 
A compris entre 1 et 2, la branche de solution issue de 
la bifurcation est instable et que la solution transite 
vers une branche de solution sous-critique de type 
monocellulaire. La nature  de la bifurcation n 'a  pas 
6t~ identifi6e et son 6tude doit 6tre d~velopp6e. En ce 
qui coneerne les solutions sous-critiques, nous avons 
6tabli une corrdlation liant le nombre de Rayleigh R0, 
pour lequel la solution sous-critique transite de mani~re 
discontinue vers la solution de double-diffusion pure, 
au nombre de Lewis, et ceei pour diffdrents rapports 
d'aspect. 
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A b r i g d e d  Engl i sh  Vers ion  

O n s e t  o f  double -d i f fus ive  c o n v e c t i o n  in a rec tangular  porous  cav i ty  
s u b m i t t e d  to  heat  and m a s s  f luxes  at t h e  vert ica l  wal ls  

Relatively few works have been devoted to double- 
diffusive convection in a porous medium, whereas na- 
tural  convection has been widely studied. Recently, the 
double-diffusive convection in enclosures have received 
par t icular  a t tent ion due to its numerous fundamental  
and industr ia l  applications.  Migrat ion of moisture in 
fibrous insulation, t ranspor t  of contaminants  in satu- 
ra ted  soil, drying processes, etc. are some examples 
of interest. Nield and Bejan [2] have summarized the 
current s ta te  of knowledge concerning convection in a 
porous medium sa tura ted  by a b inary  fluid. Previous 
studies have been concerned with the case of vertical  
cells with either imposed tempera tures  and concentra- 
tions along the vertical side-walls [3--5] or heat  and 
mass fluxes across the vertical side-walls [9, 11-13]. For 
both  of these boundary  conditions, a purely diffusive 
solution (motionless) is a solution to the problem when 
the rat io of the solutal to the  thermal  buoyancy forces 
N is equal to ( - 1 ) .  Charr ie r -Moj tabi  et al. [5] demons- 
t r a t ed  for the  case of tempera tures  and concentrat ions 
imposed on the vertical  walls tha t  the purely diffusive 
regime, which exists for N = - 1  at any Lewis num- 
ber, is l inearly stable up to a crit ical thermal  Rayleigh 
number,  Ra¢, which depends on the box aspect  ra t io  
A, and the Lewis number  Le. The authors  conducted a 
weakly non-linear analysis and establ ished tha t  the first 
pr imary  bifurcation is t ranscri t ical  for A = 1. For the 
same boundary  conditions, double-diffusive convection 
studies have been carried out  in a fluid medium, for the 
ease N = - 1 .  by Gobin and Bennaeer and others [6-8]. 

The aim of the present work was to analyze the linear 
s tabi l i ty  of a purely diffusive solution in a rectangular  
or infinite vertical  cell for the case N = - 1  with heat  
and mass fluxes applied to the vertical  walls. The 
analyt ical  results are compared to those obtained by 
direct numerical  simulations. 

The problem of double diffusive convection in a rec- 
tangular  porous cavity depends on five non-dimensional  
parameters  (the thermal  and solutal Rayleigh numbers,  
RaT and Ras, respectively, the Lewis number,  Le, the 
normalized porosity, e and the aspect  ratio of the cell, 
A). The problem is formulated using Darey 's  law and 
the Boussinesq approximat ion for the binary fluid whose 
density depends linearly on both  the local t empera tu re  
and concentrat ion (equation (1)). The dimensionless 
2D equations for the conservation of mass, momentum,  
chemical species and energy where the Soret effect is 
neglected are respectively given by equations (2) and 
the boundary  conditions are expressed by equations (3). 

We considered the s tabi l i ty  analysis of the  equili- 
br ium solution when N = Ras/RaT = - 1 .  We assumed 
tha t  the per tuba t ion  quanti t ies (~p, 0, e) are infinitesimal, 
then we obtained the linearized equations (4). The per- 
turbat ions  satisfying all the boundary  conditions may 
be expanded into double Fourier series as equations (6). 

Then we assumed tha t  the principle of exchange of sta- 
bi l i ty  was valid, and the marginal  s ta te  is obta ined for 
a = 0. Thus the s teady s ta te  dis turbances are solutions 
of equations (7). One can observe tha t  only one non- 
dimensional s tabi l i ty  parameter ,  Ra(Le - 1), appears  in 
these equations. The Galerkin technic is used to solve 
these equations. For low orders of approximat ion,  a 
symbolic algebra code (Maple) is used. We have also 
found numerically the crit ical Rayleigh number for hi- 
gher orders. Table I gives the critical RayMgh number 
versus A, for different orders of approximation.  This ta- 
ble shows tha t  for a large aspect  ratio,  the convergence 
needs high orders of approximation.  For an infinite 
vertical  porous layer, the per turba t ions  are given by 
equations (8) where k corresponds to the wavenumber 
in the y direction. When  the principle of exchange of 
s tabi l i ty  is assumed valid, the values of crit ical wa- 
venumber and critical Rayleigh number obtained are, 
respectively, k¢ = 2.51 and RaclLe - 11 = 105.33, which 
is in good agreement with the results given in table L 
The compound matr ix  method has also been used to 
solve equations (7) for the ease of an infinite vertical  
cell. 

Two numerical  models, one using a spectral  collo- 
cat ion method  and a second one using a finite volume 
method,  have been performed. The t ime scheme used 
to solve equations (2) with boundary  conditions (3) in 
the two procedures is a second order Adams-Bashfor th  
Euler backward scheme. The  results obta ined for A = 1~ 
1.2~ 1.5 and A = 2 and Le = 2 are in good agreement 
with the linear s tabi l i ty  analysis (Rac ILe-11 = 209.8 for 
A = 1). For all the s tudied cases, the direct numerical  
s imulat ion shows tha t  the braalch of convective solution 
created at the bifurcat ion point  is unstable.  Figure 2 
indicates the t ime evolution of the convective solution 
at  the onset. The stable s teady s tate  reached is charac- 
terized by one cell in all the  cavity (figure 3). The linear 
s tabi l i ty  analysis shows tha t  the bifurcat ion point  is a 
eodimension-two bifurcation point. The per tu rba t ion  of 
the s t ream-funct ion drawn for different linear combi- 
nat ions of the two eigenveetors associated to the same 
eigenvalue (figure 5) gives the possible s teady s tate  
solutions at  the onset of convection. These solutions 
correspond to those observed during the t ime evolution 
of the numerical  s imulat ion presented in figure 2. 

By decreasing the Rayleigh number from Rac on 
the subcri t ical  branch 2 (figure ~), the s t ructure  of the 
convective motion remains monocellular  until  R0 < R a c ,  
point from which the solution returns discontinuously 
to the purely diffusive solution. R0 corresponds to the 
' turning point ' .  A correlat ion giving Ro as function of 
the  Lewis number  is given for two values of the aspect  
ra t io  A = 1 and A = 2 (figure 6) and for Le varying 
between 1.5 and 20. 
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